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1. Das unbestimmte Integral

1 Das unbestimmte Integral

1.1 Integration als Umkehrung des Differenzierens

Ist f(x) die erste Ableitung von F(z), also F'(x) = f(z), nennt man F(x)
auch Stammfunktion von f(x). Um von F(z) zu f(x) zu kommen, bedient man
sich des mathematischen Verfahrens des Differenzierens. Um aber aus einer
Ableitung deren Stammfunktion zu erhalten, mufl man diese integrieren. Man
spricht dann vom Integral der Funktion f und driickt das mathematisch so aus:
F(z) = [ f(z)dz. Die Integration is also die Umkehrfunktion zur Differentation.
Ein Beispiel:

F(x) =2°+32* +5
f(z) =322 + 6z
f'(z) =6z +6

Hier ist jede Funktion eine Ableitung der Funktion iiber ihr, sowie eine Stamm-
funktion der Funktion unter ihr.

Da beim Differenzieren die Konstanten ja wegfallen, gibt es zu einer Funktion
f(x) eigentlich unendlich viele Stammfunktionen F'(z). Diese Menge nennt man
unbestimmtes Integral. Symbolisch:

/ f@)de = {F | F'(x) = f(2)}

1.2 Integrationsregeln

Da die Integration die Umkehrung der Differentation ist, kann man die Inte-
grationsregeln fiir Funktionen, die durch Ableitung von sogenannten Grund-
funktionen gefunden werden, sofort angegeben werden. Hier als Beispiel die
Differentation einer Potenzfunktion:

F(z)=a"
@) =n 2
f'(z) =n(n—1)z"2

Anhand obigen Beispiels 148t sich leicht die Regel fiir das Integrieren von Poten-
zfunktionen ersehen: der Exponent wird um eins erh6ht und die neue Funktion
durch ihren neuen Exponenten dividiert. Mathematisch:

n+1
/x"dx:x +c
n+1

Fiir andere Grundintegrale sei auf die einschligige Literatur (Formelsammlun-
gen) verwiesen.
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1.2 Integrationsregeln 1. Das unbestimmte Integral

1.2.1 Funktionen mit konstantem Faktor

FEin konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen , gezogen* werden:

/k-f(x)dxzk-/f(x)dx

1.2.2 Algebraische Summen

Eine Summenfunktion wird integriert, indem man die einzelnen Glieder integri-
ert:

/[f1(:v)ifz(x)ifg,(x)i...}dm:/fl(x)i/fg(x)i/fS(x)i...+c

1.2.3 Integration durch Substitution

Fiir Funktionen, die sich nicht durch Umformung in Grundintegrale integri-
eren lassen, ist die Integration oft sehr schwierig. Es lassen sich aber viele Inte-
grale in Gruppen einteilen und nach einer fiir diese Gruppe geeigneten Methode
16sen. Eine dieser Methoden ist die Losung eines Integrals durch Substitution.
So kénnen manche Integrale durch Einfiihrung einer neuen Variablen auf Grund-
integrale zuriickgefiithrt und dann gelost werden.

Hier als Beispiel die Integration von [(ag + a1)dz einmal nach der Summen-
formel und einmal durch die Substitution z = ag + a1 .

Nach der Summenformel erhélt man als Losung;:

/(ao+a1:c)dx=ao~/dx+a1-/zdx:aox—k%xz—kc

Bei Einfiihrung einer neuen Variablen ag + a1z = z kann das Integral nur dann
gelost werden, wenn auch dz durch dz substituiert wird.

Den Wert von dx erhélt man durch Differentation der neuen Verdnderlichen z
und Umstellen nach dx.

>a0+a1x:z:>/zdm:?

dz 1
awtar=z=—=a; =>dr=—dz
dx ai

Man setzt ag + a1x = z sowie dx in das Integral ein und erhélt so ein 16sbares
Grundintegral.
Nach Auflésung wird fiir z bzw. 22 der urspriingliche Wert eingesetzt.

Beide Losungsansitze fiihren zum selben Ergebnis. Zwar unterscheiden sich die
Integrationskonstanten ¢ und c¢;, dies bedeutet jedoch nur, dafl aus der Menge

Andreas Rottmann 3 Integralrechnung



1.2 Integrationsregeln 1. Das unbestimmte Integral

der Integralfunktionen des unbestimmten Integrals zwei verschiedene gefunden
wurden.

/(oto—i—alg[:)dac:i zdz
a1
— ﬁzQ +c1» 22 = (ag + arz)?
1 2
= E(ao—&—aw) + ¢
I T B
72a1+a0x+ 9 +01>2a1+01*0

a
zaoa:—l—?la:Q—l—c

Dieser an diesem einfachen Beispiel gezeigte Vorgang 148t sich verallgemeinern:

[ fenan= [ f6)5 o) == a0 =

¢ (z)

Diese Gleichung 148t sich fiir Integrale der Form [ f(z)- f’(x) da spezialisieren:

z) =z dz x = dz z) - f'(z)dx = 2 (@) 2z
fla) =2 s [ 1@ e = [ 2

Also:

[ @) £ = lr@P + o

1.2.4 Partielle Integration

Viele Integrale, bei denen sich die Substitutionsmethode nicht anwenden 1&8t,
konnen durch geeignete Zerlegung des Integranden in zwei Faktoren und an-
schlieflende Integration gelost werden.

Die Losungsformel dafiir erhélt durch Umkehrung der Produktregel der Differ-
entialrechnung;:
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2. Das bestimmte Integral

2 Das bestimmte Integral

2.1 Das bestimmte Integral als Grenzwert

Historisch gesehen war es die Aufgabe der Integralrechnung, Flicheninhalte
krummlinig begrenzter Fldchen zu berechnen.

Aus der Berechnung der Fléche folgen andere Anwendungen, wie die Berechnung
von Bogenléngen, Volumina, Schwerpunkten, Tragheitsmomenten u.a.

Das Verfahren der Flidchenberechnung durch Integration la8t sich an einem
Beispiel erliutern. Man teilt die gesuchte Fliche A im Intervall [a, b] in moglichst
viele gleichbreite Flichenstreifen auf. Die enstehenden Rechtecke haben alle die
Breite Az und die Hohe f(z). Addiert man die Flichenstreifen, so erhdlt man
die Niherungswerte A (Untersumme) und A (Obersumme).

Die gesuchte Fliche liegt zwischen den beiden Niherungsflichen A und A, dh.
A< A<A

Je hoher die Zahl der Rechtecke im Intervall [a, b], desto genauer die Ndherungswerte
Aund A.

Die Fldche A kann somit als Summe unendlich vieler Flichenstreifen im Intervall
[a, b] aufgefalt werden. Sie wird als ,,bestimmtes Integral zwischen den Grenzen
a und b* bezeichnet und [I]% geschrieben.

Man kann man diese Anndherung durch einen Grenzwertiibergang ausdriicken:

n b
Jim " flen) - e = (1} = [ fo)ds
k=1 @

2.2 Integration mit Stammfunktionen

Fiir jede Stammfunktion g von f gilt, falls [a,b] C Dy:
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3. Anwendungsgebiete

b
/ f(z) dz = g(@)[2 = g(b) — g(a)

3 Anwendungsgebiete

3.1 Flacheninhalt ebener Fliachen

3.1.1 Flachen zwischen Funktionsgraph und z-Achse

Wie bereits in Abschnitt 2 gezeigt, 148t sich das bestimmte Integral als Fldcheninhalt

der vom Funktionsgraphen, der z-Achse und den Intervallgrenzen eingeschlosse-
nen Fliache definieren. Hier miissen je nach Lage der Funktion mehrere Félle
unterschieden werden.

Liegt die Flidche zur Génze iiber- bzw. unterhalb der z-Achse gilt folgende

Flachenformel:
b
/ f(x)dx

Schneiden sich f und z-Achse, so miissen die Teilflichen nach obiger Formel
— wobei fiir ¢ und b die entsprechenden Intervallgrenzen einzusetzen sind —
berechnet und addiert werden, um die Gesamtfliche zu erhalten.

(A =

3.1.2 Flidchen zwischen zwei Funktionsgraphen

Fiir Funktionen ohne Schnittpunkt gilt:

Schneiden sich die Funktionen, mufl wieder jede Teilfliche berechnet und die
Summe gebildet werden.

3.2 Volumina

FEinen Korper, dessen Querschnittsfunktion A bekannt ist, kann man in beliebig
viele ,,Scheibchen* zerlegen. Ist n die Anzahl der ,,Scheibchen®“ und n — oo, kann
das Scheibchen als Prisma mit einer Grundfliche von A(z) Flidcheneinheiten
aufgefafit werden. Das gesuchte Volumen V ist dann der Grenzwert fiir n — oo
der Summe aller Prismen. Dies kann aber auch als Integral ausgedriickt werden:

n h
V = lim ZAkAx :/ A(z)dx
n— 00 o 0

Allgemein fiir ein Intervall [a, b]:
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b
Vit= [ AW

3.2.1 Rotationskodrper

LaBt man die Fliche zwischen einer Funktion f und der x-Achse rotieren, so
beschreibt diese Flidche bei einer Umdrehung von 360° einen Korper der sym-
metrisch zur z-Achse liegt. Solche Kérper nennt man Rotations- oder Drehkorper.

Da bei einem Rotationkdrper jeder Querschnitt ein Kreis mit dem Radius f(x)
ist, lautet die Querschnittsfunktion entsprechend der Kreisfliiche A = 2 - 7:

A=n[f@)?

Bildet man jetzt das Integral im Intervall [a,b], so erhilt man eine allgeme-
ingiiltige Formel fiir das Volumen von Rotationskérpern bei Drehung um die
x-Achse:

b
szw/ﬁﬂm%x

Fiir eine Drehung um die y-Achse bildet man die Umkehrfunktion f~! von f
und erhélt durch Einsetzen des Funktionsterms f(y) der Umkehrfunktion in die
obige Formel:

X f(b) ) f(b) )
Wb=w-/ [ﬂmmm=w~/ 22dy
f(a) f(a)

Hier ist zu beachten, das das Integrationsintervall nicht [a, b], sondern [f(a), f(b)]
ist.
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